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GEODETSKE MREZE INZENJERSKIH OBJEKATA

1. Geodetska mreza, u najprostijem smislu, predstavlja skup geodetskih tacaka na terenu, Cije su koordinate odredene kroz postupak merenja i obrade

merenja u mrezi, u okviru usvojenog koordinatnog sistema.

2. Geodetska mreza — predstavlja materijalizaciju usvojenog koordinatnog sistema na terenu i obezbeduje pozicioniranje geodetskim metodama u
usvojenom koordinatnom sistemu. Medutim, jedna geodetska mreza moze da materijalizuje viSe koordinatnih sistema na terenu. To znaci da iste
tacke geodetske mreze mogu imati odredene koordiante u viSe koordinatnih sistema. U tom slu¢aju matematicke relacije transformacije koordinata
iz jednog u drugi koordinatni sistem moraju biti odredene i jednoznacne. Na primer, geodetska mreza na terenu moze biti realizacija lokalnog
koordinatnog sistema, a u isto vreme, mogu biti poznate koordinate tacaka geodetske mreze i u Drzavhom koordinatnom sistemu. Ukoliko se na

terenu koristi i GNSS metoda pozicioniranja, koordinate tacaka mreze potrebno je poznavati i u globalnom koordinatnom sistemu, naj¢es¢e WGS84.

3. Geodetske mreze inZenjersih objekata projektuju se i realizuju za potrebe geodetskih radova u inZenjerstvu — uslovljene su zahtevima realizacije
inZenjerskih projekata.
4, Iz tog razloga geodetske mreze inZenjerskih objekata nazivaju se geodetskim mrezama posebne namene. Cesto se koristi izrazi kao $to su geodetska

osnova ili geodetski okvir (eng. frame ili control). Navedeni opis geodetske mreze mozZe da vaii za sve oblike geodetskih osnova ili okvira.

5. Medutim nije svaka geodetska osnova ujdendo i geodetska mreza. Na primer, poligonski vlak (operativni poligon) koji predstavlja tzv. linijsku
geodetsku osnovu, najcesée razvijanu za potrebe izgradnje linijskih infrastrukturnih projekata jeste geodetska osnova i sluzi svim geodetskim
radovima za potrebe realizacije inZenjerskih infrastrukturnih projekata, ali nema karakteristike geodetske mreze.
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KOORDINATNI SISTEMI INZENJERSKIH OBJEKATA

Koordinatni sistem:
* definisSe pravila i matematicke zakonitosti po kojima se koordinate dodeljuju tackama (1SO 19111:2007),
* predstavlja skup koordinatnih osa sa medusobno definisanim geometrijskim odnosima,
* sluzi da se polozaj svake diskretne tacke u prostoru jednoznacno prikaze pomocu n-torke brojeva,
* od sustinskog je znacaja za pravilnu upotrebu digitalnih prostornih podataka (Meyer 2010),
* predstavlja sistem za definisanje tacaka pomocu koordinata koje su izmerene na odredeni nacin (URL).

U praksi, koordinatni sistem postaje operativan tek kada je materijalizovan geodetskom mrezom.
Koordinatni sistemi u upotrebi u inZenjerskim projektima, mogu se podeliti na:

* Globalni koordinatni sistemi na elipsoidu i u projekciji (WGS84, ITRS, ETRF itd) materijalizovani globalnim

referentnim mrezama.
* Regionalni koordinatni sistemi (Drzavni koordinatni sistemi) materijalizovani drzavnim referentnim mrezama.

* Lokalni (inzenjerski) koordinatni sistemi — definisani za konkretan projekat, prilagodeni projektu.
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GEODETSKI RADOVI U INZENJERSKIM PROJEKTIMA | ULOGA GEODETSKE MREZE

GEODETSKA

MREZA GEODETSKO SNIMANJE
(PREMER) STVARNOSTI
(OBJEKATA ILI PODRUCIJA)

GEODETSKI MONITORING
DEFORMACIJA | POMERANIJA

Pred-investiciona Priprema i Zavrsni radovi Eksploatacija

InvesticlaReEE faza (planiranje) Projekeaieg gradenje (tehnicki prijem) objekta
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ULOGA GEODETSKE MREZE U FAZA REALIZACIJE INZENJERSKIH PROJEKATA

1. U pocetnim fazama realizacije inZenjerskih projekata (pred-investiciona faza i faza projektovanja), geodetska
mreza sluzi da definiSe jedinstveni koordinatni sistem u kojem ce se prikupljati podaci o postojecoj situaciji
na terenu i izradivati podloge za projektovanje.

2. U fazi Pripreme i gradenja i fazi Zavrsnih radova i tehnickog prijema objekta, geodetska mreza sluzi da

omoguci realizaciju svih geodetskih radova u toku izgradnje:
* Geodetsko snimanje

* Geodetsko obelezavanje geometrije objekta

*  Kontrola izvedenih radova (takode snimanje)

* Osmatranje deformacija (deformaciona merenja)

3. U fazi eksploatacije, geodetske mreze uglavhom sluze za potrebe geodetskih radova na odrzavanju objekta i

osmatranju objekta u toku eksploatacije.
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KADA SE USPOSTAVLJAJU GEODETSKE MREZE INZENJERSKIH OBJEKATA?

Geodetske mreze inzenjerskih objekata razvijaju se u slucajevima kada za time postoji potreba. Potreba za

geodetskom mrezom proizilazi iz dva slucaja:
1.  Ne postoji geodetska mreza koja bi omogucila izvodenje geodetskih radova na terenu;

2.  Postoji geodetska osnova (mreza ili deo mrezZe koja je ranije razvijana) ali svojim karakteristikama
(koordinatni sistem, preciznost geodetske mreze, raspored tac¢aka itd.) ne zadovoljava zahteve

projekta.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap

Predavanje

Geodetske mreZe u InZenjerskoj geodeziji



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

KARAKTERISTIKE GEODETSKIH MREZA INZENJERSKIH OBJEKATA

1. Azurnost — Geodetska mreza mora biti uspostavljena i dostupna u skladu sa dinamikom projekta, tako da ne
predstavlja ogranicenje za izvodenje radova, odnosno geodetska mreza mora obezbediti pravovremenu

podrsku svim fazama realizacije projekta.

2. Trajnost — Tacke geodetske mreze moraju biti dugorocno stabilne i otporne na uticaje iz okruzenja i

gradevinskih aktivnosti, odnosno mora biti obezbedena stabilnost koordinatnog sistema kroz vreme.

3. Tacnost — Geodetska mreza mora obezbediti nivo tacnosti koji je uskladen sa zahtevima projekta i
tolerancijama izvodenja radova, odnosno tacnost geodetske mreze mora biti kompatibilna sa zahtevima

projektne dokumentacije.

4. Geometrijska (konfiguracijska) fleksibilnost - Geodetska mreza treba da omoguci prosSirenje, modifikaciju ili
rekonstrukciju u skladu sa promenama na projektu, odnosno geodetska mreza mora omoguditi adaptaciju

na promene u obuhvatu i dinamici radova.
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TIPOVI GEODETSKIH MREZA

=

1D / 2D / 2D +1D / 3D — prema dimenzionalnosti
2. Slobodna / Neslobodna — prema nacinu pozicioniranja geodetske mreze u okviru drugog (referentnog)
koordinatnog sistema.
3. Terestricke (totalna stanica, nivelir) / Satelitske (GNSS)
4. Osnovna / Kontrolna — po konfiguraciji:
a) Osnovna - definiSe koordinatni sistem - ukljucuje samo tacke van objekta,
b) Kontrolna ukljuc¢uje tacke na objektu i najéesée sluzi monitoringu deformacija.
5. Pasivna / Aktivna — po nacinu pozicioniranja:
a) pasivne su tradicionalne geodetske mreze,
b) aktivne integriSu merni sistem (servis) u geodetsku mrezu koji omogucava precizno pozicioniranje u realnom

vremenu, primer su geodetske mreze permanentnih GNSS stanica.
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OBLICI (KONFIGURACIJE) GEODETSKIH MREZA INZENJERSKIH OBJEKATA

Oblik (konfiguracija) geodetskih mreza inzenjerskih objekata zavisi od vise medusobno povezanih faktora:
1. Konfiguracija terena (reljef, preglednost, prirodne prepreke);

2.  Zahtevima i ogranicenjima inZenjerskog projekta:
a) Tipa objekta (put, most, tunel)
b) Svih elemenata i prostorne konfiguracije projektovanog objekta;
c) Tehnologije gradenja;
d) Potrebne tacnosti (preciznosti) odredenih faza radova;
e) Organizacije gradilista.
3. Nacinom koris¢enja (nainom pozicioniranja) i svrhom geodetske mreZe u toku radova;

4. Geodetskom mernom opremom koja se koristi u toku uspostavljanja geodetske mreze i u toku realizacije
projekta (totalne stanice zahtevaju dogledanje izmedu tacaka, GNSS zahteva otvoreno nebo, geometrijski

nivelman zahteva mogucénost nivelanjaitd.) .

Optimalna konfiguracija mreze predstavlja kompromis izmedu tehnickih zahteva, ogranicenja, uslova na terenu
i raspolozive opreme.
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OPSTA PRAVILA DOBRE GEOMETRIJE MREZE

1. ZATVORENE GEOEMETRIJSKE FORME — Dobru geometriju mreze karakterisu skup zatvorenih geometrijskih formi
(trouglovi, cetvorouglovi, poligoni itd. kojima se obezbeduje suviSnost merenja, dobra povezanost mreze, a time i dobri

uslovi za ocenu koordinata i kontrola merenja.

2. REDUDANTNOST MERENJA — Redundantnost predstavlja viSak merenja u odnosu na minimalan broj potreban za
odredivanje nepoznatih parametara (koordinata). Visoka redudantnost obezbeduje pouzdanu ocenu tacnosti i kontrolu

geodetskih merenja, kao robusnost geodetske mreze na potencijalni izostanak nekih merenja.

3.  RAVNOMERNA RASPOREDENOST TACAKA | MERENJA — Ravnomerna rasporedenost tacaka i merenja podrazumeva da
se u prostoru koji mreza obuhvata podjednako rasporede tacke i merenja koje se susticu u tackama. Time se obezbeduje

homogena tacnost geodetske mreze.

4. USKLADENOST SA OKOLNIM PROSTOROM | PROJEKTOM - Prostorna uskladenost sa okolinom i projektom su
neizostavni Cinilac dobre geometrije mreze. Dobra uskladenost sa okolnim prostornom i projektom obezbeduje

funkcionalnost i upotrebljivost geodetske mreze.
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SKOLSKI PRIMERI OBLIKA (KONFIGURACIJA) GEODETSKIH MREZA

- A 2 1

Geodetski cetvorougao Centralni sistem Lanac geodetskih cetvorouglova

=

N Kombinacija ¢etvorougla i
Mreza trouglova )
Lanac geodetskih trouglova centralnog sistema
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GEODETSKE MREZE INFRASTRUKTURNIH PROJEKATA - PRUGA BEOGRAD - BAR
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GEODETSKE MREZE INFRASTRUKTURNIH PROJEKATA - PRUGA BEOGRAD - BAR
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GEODETSKA MREZA PETLJE
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GEODETSKA MREZA NASELJA
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GEODETSKA MREZA NACIONALNOG FUDBALSKOG STADIONA
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GEODETSKA MREZA PROJEKTA AKVARIJUMA
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GEODETSKE MREZE BRANA
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GEODETSKA MREZE TUNELA

Portal A

Méser (2016): Ingenieurbau
Witte/Sparla (2011)

Portal E
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GEODETSKE MREZE KLIZISTA

111 @

Zaovine

4860000 -+

LEGEND

A PRP points
® Object points
—— GNSS baseline

— landslide
48595001 = 1
4859000 -+ + —+
1 1 1 L 1
7370500 7371000 7371500 7372000 7372500
Map scale
0 100 200m
e —

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap

Predavanje

Geodetske mreZe u InZenjerskoj geodeziji



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

GEODETSKA MREZA RAFINERIJE PANCEVO
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GEODETSKA MREZE ZA POTREBE OSMATRANJA SLEGANJA
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IZBOR LOKACIJE (POLOZAJA) TACAKA GEODETSKE MREZE

* Jedan od najvaznijih zadataka prilikom uspostavljanja mreze je izbor polozaja tacaka;

 Obilazak terena i analiza lokacije u cilju izbora optimalnih polozaja tacaka geodetske mreze
naziva se rekognosciranje;

 GresSke napravljene u fazi rekognosciranja najcesce se kasnije ne mogu u potpunosti

ispraviti merenjima i obradom.
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IZBOR (LOKACIJE) POLOZAJA TACAKA GEODETSKE MREZE

Kriterijumi za izbor polozaja tacaka

1.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Stabilnost terena

- Odabrati pogodno tlo (izbegavati klizista, mocvarna i vodoplavna tla, zone pod uticajem radova
Vidljivost (dogledanije)

- obezbediti dogledanje tacaka (izmedu tacaka mreze i sa potencijalnih lokacija radova)
Pristupacnost

- obezbediti pristup tackama, mogucnost merenja i odrzavanja tacaka

Zastita (bezbednost) tacaka

- Obezbediti tacke od unistenja, izbegavati zone intenzivnih radova

Geometrija mreze

-> povoljan raspored za geometriju mreze i za potrebe pozicioniranja (dobar presek).
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STABILIZACIJA TACAKA | GEODETSKA MERNA OPREMA ZA MERENJA U MREZI

Stabilizacija taCaka geodetske mreze na terenu je vazan faktor u funkcionalnosti geodetske mreze.
Tacke geodetske mreze moraju biti adekvatno stabilizovane na terenu kako bi geodetska mreza
odrzala svoju funkcionalnost, pre svega u pogledu ocuvanja materijalizacije koordinatnog sistema i

omogucavanja realizacije geodetskih radova.

Postoje razliciti, u praksi potvrdeni, nacini stabilizacije geodetskih tacaka na terenu, od geodetskih

belega, geodetskih stubova, bolcni, geodetskih repera, reflektujudih signala itd.
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STABILIZACIJA TACAKA | GEODETSKA MERNA OPREMA ZA MERENJA U MREZI

Izbor nacina stabilizacije zavisi od vise faktora:

1.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Dimenzionalnosti geodetske mreZe (1D ili 2D/3D) — za 1D geodetske mreZe koriste se horizontalni i vertikalni reperi, dok se za 2D/3D geodetske
mreze koriste standardne geodetske tacke (belege, geodetski stubovi sa reperom i slicno),

Pogodnost terena (podloge) — karakteristike terena znacajno uticu na izbor stabilizacije. Postoje zemljista koja zahtevaju dublja fundiranja
geodetskih tacaka, dok sa druge strane stabilizacija tacaka na asfaltnim i betonskim povrSinama to ne zahteva.

Pogodnost lokacije u pogledu dostupnosti geodetske tacke — teze dostupne tacke bice stabilizovane trajnim signalima.

Nivo preciznosti merenja — nivo preciznosti merenja znacajno utice na izbor nacina stabilizacije. Na primer, precizna geodetska merenja,
uglavnom se izvode sa geodetskih stubova, jer oni omogucavaju redukciju uticaja razliCitih izvora gresaka pri merenju. Sa druge strane, za
precizna, merenja potrebne su takode i odgovarajuce prizme, ukoliko se merenja rade totalnom stanicom.

Lokacija tacke — na objektu ili van objekta (na terenu) — za tacke na objektima, u zavisnosti od toga da li se radi o tackama 1D mreZe ili 2D/3D
mreze stabilizuju se geodetskih reperima ili reflektujuéim signalima (markicama ili prizmama na nosacima) ili postoljima na kojima je moguce
postaviti instrument (u tunelima). Dok se tacke van objekta stabilizuju standarndnim geodetskim tacaka u skladu sa gore navedenim

kriterijumima izbora lokacije i faktora koji uticu na nacin stabilizacije.
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STABILIZACIJA TACAKA | GEODETSKA MERNA OPREMA ZA MERENJA U MREZI

Quelle: Benecke/Kalz/Kuchenbecker/Petrat, 2005
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Centring
accuracy

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

STABILIZACIJA TACAKA | GEODETSKA MERNA OPREMA ZA MERENJA U MREZI

<0,1 mm < 0,05 mm <0,015 mm
Model: GPH1P GPR121 GPR1+GPH1 Mini GMP101 GRZ122 GMP111
Image:
3 \Y
Material: Metal Metal Plastic Metal Metal Metal
Centring Accuracy: 0,3 mm 1,0 mm 2,0 mm 1,0 mm 2,0 mm 2,0 mm
Reflector Constant 0 0 0 +17,5mm +23,1 mm +30 mm

Geodetske mrezZe u Inzenjerskoj geodeziji
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STABILIZACIJA TACAKA | GEODETSKA MERNA OPREMA ZA MERENJA U MREZI

GST120-9 GST101 Trimax GSTO5 GSTOSL GST103
/A
\ | /I 1
: v Y \
Model Name GST120-9 GST101 Trimax GSTOS5 GSTOSL GST103
Leica product for which GPS antenna , )
<uitable All TPS All TPS TPS >5" Pricme Prisms Levels | Prisms Levels
Material Beech wood Pine wood Fibreglass Pine wood Aluminium Aluminium
ISO Classification Heavy Heavy Heavy Light Light Light
Height stability 0.02 mm 0.03 mm 0.05 mm 0.02 mm 0.03 mm 0.03 mm
Tripod hysteresis 1" (2%) 1" (3%) 2" (6%) 3" (8%) 4" (11%) 10" (30%)
Tribrach hysteresis 1" (39) 1" (3% 1" (39) 3" (10%) 3" (10%) 3" (10°)
Max. possible influence 2" (5%) 2" (6%) 3" (9%) 6" (18°) 7" (21%) 13" (40%)
Hz Drift after 3 hours 2" (7%) 1" (47) 5" (14°) 1" (37%) 8" (23%) 3" (9%)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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STABILIZACIJA TACAKA | GEODETSKA MERNA OPREMA ZA

Angular accuracy

Prism range (GPR1, GPH1P)

Distance measurement accuracy

on prism

PinPoint EDM: reflectorless range'

Distance measurement accuracy

reflectorless

Display

Key illumination
Face Il display

Electronic guide light (EGL)
Interfaces (wired)

BT/WLAN

Mobile data (GSM / UMTS / LTE)
Long range BT communication
AutoHeight

Overview camera

Telescope camera
SmartStation (GNSS) capability
Motorisation

Automatic target aiming

Prism fast search

Prism lock

Scanning

Autofocus

Remote control

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Leica Geosystems Total Station Comparison Chart

MERENJA U MREZI

-
.
- k LR -~
f— 3T L} (I
e Y
Manual Total Stations Robotic Total Stations I
2", 3% 5" 12385 7" 123" 5" 123" 5" 1%.2%,3%8" 0.5",1" 0.5" 1
0.9m to 3'500 m 0.9 mto3'500 m 0.9 mto 3'500 m 0.9m to 3'500 m 0.8 m t010'000 m 0.9 m to 3'500 m 0.9 m to 3'500 m 1.5 mt0 >10'000 m

>10'000 m (Long Range mode)

1.0 mm +1.5 ppm

R500: >500 m

2mm+2ppm

3.5" QVGA 28 keys
grayscale
X
X
X
RS232/8D/USB

>

B 3 B % B % PN % BN % BN % BN

>10'000 m (Long Range mode) >10'000 m (Long Range mode)

1.0 mm +1.5 ppm 1.0 mm +1.5 ppm

R500: > 500 m
R1000:> 1'000 m

0m-500 m:2mm + 2 ppm
>500 m: 4 mm + 2 ppm

R500: >500 m
R1000: >1'000 m
0m-500 m:2 mm +2 ppm
>500 m:4 mm +2 ppm
5" WVGA 25 keys (standard)
colour touchscreen

5" WVGA 37 keys (optional)
colour touchscreen

3.5" QVGA 28 keys
colour touchscreen

v v
. .

+ (R1000 only) + (R1000 only)
RS232/SD/USB RS232/SD/USB
v v
X X
. v
X .

X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
X X
v v

>10'000 m (Long Range mode)
1.0 mm +1.5 ppm

R500: > 500 m
R1000:>1'000 m

0m-500 m:2mm + 2 ppm
>500 m:4 mm+ 2 ppm

Keyboard Unit 4 keys

or
5" WVGA 25 keys
colour touchscreen

 (with 5 WVGA screen)
« (with 5“ WVGA screen)
v
RS232/8D/USB
v
X
« (with radio handle)
v
X
X
DC drives
v
* (SpeedSearch)

L % %

1mm+1.0 ppm

R800: >800 m; LC2
R1600: > 1600 m; LC3R

0m-500 m:2 mm + 2 ppm
>500 m:4 mm + 2 ppm

5“ WVGA 37 keys
multi-touch colour screen
v
.

v
Ethernet /USB-C

v

RS

X
X
Brushless DC direct drives
v (Al-powered)
v (except TS20 A)
v

X
4
v

Geodetske mreZe u InZenjerskoj geodeziji

>10'000 m (Long Range mode)

0.6 mm +1ppm

R1000: > 17000 m
0m-500 m:2mm+ 2 ppm
>500 m:4 mm + 2 ppm

5" WVGA 37 keys
colour touchscreen
v
.

X
RS232/8D/USB
v
X
v (with radio handle)
X
Piezo drives
v (Long range)

X

>10'000 m (Long Range mode)

0.6 mm +1ppm

R1000:>1'000 m
0m-500m: 2mm +2 ppm
>500 m:4 mm + 2 ppm

5" WVGA 37 keys
colour touchscreen
v
v
(4
RS232/SD/USB
v
X
¢ (with radio handle)
v
v
v
Piezo drives
v
v (PowerSearch)
(4

X
4
v

1.0 mm + 1.5 ppm

R2000:>2°000 m
0m-500 m:2mm +2 ppm
>500 m:4 mm + 2 ppm

5" WVGA 37 keys
colour touchscreen
v
v
v
RS232/SD/USB
v
x
v (with radio handle)
v
v
v
Piezo drives
v
v (PowerSearch)
v
 (up to 30'000 pts/s)
v

v
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Matematicki model geodetske mreze

Matematicki model

Izravnanje i ocena parametara (MNK)

Datum geodetskih mreza

Statisticka testiranja

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Model geodetske mreze

Geodetska mreza predstavlja jedan geometrijski sistem Cije relacije su odredene merenjima. U jednom takvom sistemu, mi smo
najéesée zainteresovani da odredimo koordinate tacaka. To znaci da Zelimo da opiSemo jedan takav sistem preko koordinata
tacaka mreze. To prakti¢no znaci da Zelimo da odredimo oblik, veli¢inu i poloZaj tog sistema u koordinatnom sistemu preko
koordinata tacaka. U tom kontekstu, sa jedne strane imamo merenja, a sa druge strane imamo nepoznate parametre (koordinate
tacaka) koje Zelimo da odredimo. Kada je to definisano, tada kazemo da je definisan model tog sistema. Taj model je odreden
minimalnim brojem parametara koji odreduju sistem u tom smislu.

Medutim, sistem kao Sto je geodetska mreza, ne mora biti modeliran samo preko koordinata taCaka. Mogu se postaviti drugi
modeli koji imaju za cilj da sistem definisu u drugom smislu (samo oblik ili oblik i veli¢ina) i u tom kontekstu, sistem kao Sto je
geodetska mreza ne mora biti nuzno modeliran koordinatama tacaka.

Na primer, ako posmatramo jedan trougao u kojem je izmereno sva tri ugla i sve tri duzine. RazliCiti modeli se mogu postaviti u

zavisnosti od cilja istrazivanja:

* Oblik trougla — ovakav striktno geometrijski model jednoznacéno je odreden sa dva razli¢ita parametra (minimalan broj). Oni
mogu biti izabrani kao bilo koja dva od tri ugla ili kao odnosi tri stranice (proizvoljan izbor).

* Velicina i oblik trougla — ovaj model ukljucuje i odredivanje dimenzija, te stoga zahteva najmanje tri razli¢ita parametra (koji,
prema tome, ne mogu biti svi uglovi, posto je linearna dimenzija neophodna za odredivanje veli¢ine). Ostaje viSe moguénosti
izbora, kao Sto su dva ugla i jedna stranica, dve stranice i jedan ugao, ili tri stranice.

* Ako su, pored toga, od interesa i polozaj i orijentacija trougla u odnosu na zadati Dekartov koordinatni sistem, tada je model
definisan sa ukupno Sest parametara.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Model geodetske mreze i redudantna merenja

Kao Sto je prethodno receno, kada je model izabran, tada postoji minimalni broj razli¢itih parametara koji odreduju sistem u
odredenom smislu (u). Ukoliko broj merenja oznacimo sa (n), i ukoliko taj broj nije dovoljan da se odredi u-nepoznatih parametara,
tada kazemo da je sistem neodreden. Ukoliko postoji veci broj merenja nego sto je broj minimalnih parametara, tada kazemo da je
sistem pred-odreden, odnosno da postoji redudantnost.

Geodetske mreze se projektuju tako da postoji visSe od strogo minimalnog broja merenja potrebnih za odredivanje nepoznatih
parametara (npr. koordinata tacaka). Svako dodatno merenje naziva se redudantnim merenjem. Osnovna uloga redudantnih
merenja jeste obezbedivanje nezavisne kontrole prilikom izraunanja nepoznatih parametara. Imajuéi u vidu da su merenja
neizbezno opterecena slucajnim greskama, izraCunavanje parametara na osnovu razli¢itih podskupova redudatnih merenja
rezultirace razlicitim vrednostima parametara. Ako se postavi pitanje, koje resenje parametara najbolje odgovara svim realizovanim
merenjima, tada dolazimo do potrebe za Izravhanjem geodetskih mreza. Izravnanje geodetskih mreza, u statistickom smislu ima
za cilj upravo da nam omogucdi ocenu nepoznatih parametara (kao slucajnih veli¢ina) i parametre njihove raspodele verovatnoca, a
koji najbolje odgovaraju celom skupu merenja. Metod Najmanjih Kvadrata (MNK) je opste prihvacen pristup za izravnanje
geodetskih mreza. MNK ima za cilj da pronade onaj set parametara (jedinstveno resenje) koje minimalizuje sumu kvadrata
popravaka (reziduala) merenja. Najc¢es¢i model primene metoda MNK jeste kroz model posrednog izravnanja. U okviru modela
posrednog izravnanja svako merenje se modelira jednom funkcijom veze (modelom merenja) u funkciji od nepoznatih parametara.
Ta funkcija se naziva funkcija veze, i moze biti linearna i nelinearna. Medutim, u modelu posrednog izravnanja mogu postojati i
druge funkcije nepoznatih parametara koje ne modeliraju konkretno merenje, veé odredena ogranicenja koje parametri moraju da
ispune.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Model posrednog izravnanja - parametarski model

Rezultat izravnanja jeste najbolja (optimalna) ocena nepoznatih parametara. Medutim, pored toga, algoritam
izravnanja nam pruza joS dve veoma vazne informacije: Kontrolu prisustva grubih i sistematskih gresaka u
merenjima i statisticku ocenu kvaliteta nasih merenja, odnosno parametara (ocenu tacnnosti). Prema tome,
tri osnovna razloga, zbog kojih radimo izravnanje su:

1. Da bi dobili najbolje ocene nepoznatih parametara.

2. Da bi obezbedili pouzdanu kontrolu prisustva grubih i sistematskih gresaka.

3. Da bi dobili ocenu stohastickih osobina nepoznatih parametara i merenja — odnono da bi dobili ocenu

tacnosti.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Model posrednog izravnanja — Gaus-Markovljev model

Uobicajeni model posrednog izravnanja jeste Gaus-Markovljev model — osnovni linearni statisticki model kojim
se matematicki opisuje odnos izmedu merenja, nepoznatih parametara i uticaja slucajnih gresaka merenja. Ovaj
model predstavlja teorijsku osnovu metode najmanjih kvadrata u izravnanju geodetskih mreza.

Gaus-Markovljev model sastoji se od funkcionalnog dela modela i stohastickog dela modela. Funkcionali deo
modela povezuje opazanja sa nepoznatim parametrima linearnim jednacCinama, dok stohasticki deo modela
opisuje stohasticke osobine merenja preko kovariacione matrice merenja.

Osnovna pretpostavka pri primeni ovog modela jeste da su greske merenja slucajne veliCine Cije je matematicko
ocekivanje jednako nuli M(e)=M(v) =0 , Sto znaci da su sistematske greske prethodno uklonjene, modelovane
ili zanemarljive. Takode se pretpostavlja da je kovariaciona matrica gresaka poznata. U tom slucaju Gaus-
Markovljev model obezbeduje najbolju linearnu nepristrasnu ocenu (Best Linear Unbiased Estimator — BLUE), Sto
znaci da je postignuto resenje koje podrazumeva najmanju srednju kvadratnu gresSku ocenjenih parametara.
Ukoliko se pretpostavi da greske merenja slede normalnu raspodelu € ~ N(0,K) tada re$enje postaje i statisticki
optimalno (ekvivalentna metodi maksimalne verodostojnosti) odnosno, postignuto je reSenje (ocena
parametara) koje: 1) ima minimalmu gresku; 2) ima nepristrasan karakter (odsustvo sistematskih uticaja); 3)
efikasno — informacije iz merenja su najbolje iskoriséene; i 4) pouzdano — dobijaju se pouzdani intervali
poverenja i statisticki testovi.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Model posrednog izravnanja - Funkcionalni model

Funkcionalni model definise funkcionalnu — matematicku vezu izmedu merenih veli¢ina i nepoznatih parametara

modela.

| =1+v=F(X) - Opéti nelinearni funkcionalni model

IAl L ! Fl()i)

| = , | = ; V= 0.2 F(X)= Fzgx)
IAn In Un Fn(x\)
i - Vektor izravnatih (ocenjenih ) veli¢ina

I - Vektor merenih velicina

\% - Vektor popravaka merenih veli¢ina
F(X) - Vektor nelinearnih matematickih funkcija

X - Vektor izravnatih (ocenjenih ) parametara

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.
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Model posrednog izravnanja - Funkcionalni model

\

. Vektor ocenjenih
X = y vrednosti
parametara
t
. N
y Vektor pribliznih ~ ~ A
Xo=|"| vrednosti X =X,+X | =1+v=F(X)
parametara
t0
dx
Clay Ve.ktc3r .
X=| . prirastaja
) t
ot parametara /

=F(%,9Y,..1) = F (X, +dx, y, +dy,...,t, +dt)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Model posrednog izravnanja - Funkcionalni model

Zbog prakti¢nih racunskih razloga, opsti nelinearni oblik funkcija veze (modela merenja) se pretvara u linearni oblik razvojem
funkcije veze (modela merenja) u Tejlorov red u okolini tacke pribliznih vrednosti nepoznatih parametara.

L0, = F (X Yor s t) + S dx+ Fidy .+ gt
aXO 6>/0 8tO

D v =a -dX+Db-dy+..+u -dt + f

Jednacina popravaka

Gde je:

3 _ o/ b — oF, _oF
P OX, P 50 Ui = E - Parcijalni izvodi funkcije F(X) po nepoznatim parametrima
fi = F(Xo, Yor - +to)=1l; - Slobodni &lanovi (priblizno — mereno)

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Model posrednog izravnanja - Funkcionalni model

(Vl\ /al bl ul\ (dx\ (fl\
vV, a, bz e U dy fz
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Model posrednog izravnanja - Funkcionalni model

Ukoliko merene velicine |1, |2, ey |n posmatramo kao slu¢ajne promenljive koje slede normalnu raspodelu
verovatnoca, mozemo ih predstaviti kao:

|~ N(z,K))

_ M()=M({)=0 &~ N(0,K)
gde je:

H, - vektor srednjih vrednosti |

KI - kovarijaciona matrica merenih velicina.

| 2
1 O, Oy, O,
2
| o o .. O
b _| O, , L | 2
2
| Ly O, 0,

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. e must e 2
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Model posrednog izravnanja - Stohasticki model

Pretpostavke koje se odnose na korelisanost opazanja

- Slu€aj korelisanih opazanja razliCite preciznosti Kl =0 g Ql

. . . . -~ . . 2p-1
- Slu€aj nekorelisanih opazanja razliCite preciznosti KI = 0, Pl

1

o} P
1
2
of 2 — 2 p-1
K, = 2 . =0, P, =0, P
0,2

- Slu€aj nekorelisanih opazanja iste preciznosti PI = EI — KI = 602 EI

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Model posrednog izravnanja - odredivanje parametara

Metod najmanjih kvadrata predstavlja reSenje preodredenog sistema linearnih jednacina (jednacina veza)
pod pretpostavkom stohastickog modela, uz uslov minimizacije kvadratne forme:

v' Pv = minimum
@=V' -B-v=_Ax+ f)T P(Ax+ f)=minimum
@ =X ATPAX+Xx"A'Pf + fTPAXx+ f'Pf = minimum
9P _ oxT ATPA+2fTPA=0
OX
(AT PA)X+AT Pf =Q - Sistem normalnih jednacina

N = ATPA - Matrica koeficijenata normalnih jedna¢ina

n=A. P| . f - Matrica slobodnih ¢lanova normalnih jednacina

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Model posrednog izravnanja - odredivanje parametara

5 -1 . .
X=—N"-n= —Q)A( ‘N, - Vektor ocenjenih prirastaja nepoznatih parametara
V=A-X+f - Vektorocenjenih popravaka merenja

X = X, + dx, y =Y, + dy_ f= t, + dt - Izravnate vrednosti nepoznatih parametara

N

+V.

- Izravnate vrednsti merenih veli¢ina

~ A

. =F(XY,..,t)

» F(XV,..,t)=1+V -Kontrola izravnanja!!

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Ocene stohastickih osobina parametara i merenih veli¢ina nakon izravnanja

Kofaktorska matrica izravnatih parametara
Qz = (ATPA)™!
Kofaktorska matrica izravnatih opazanja
Q; = A(ATPA) AT
Kofaktorska matrica reziduala
Qv = Q, — A(A"PA)~1AT
gde je:
A - prva matrica dizajna
P - matrica teZina opazanja

P=0Q;"

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap
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Ocene stohastickih osobina parametara i merenih veli¢ina nakon izravnanja

Kovariaciona matrica nepoznatih parametara:
K; = s5(ATPA)?
Kovariaciona matrica izravnatih merenja:
K; = sGA(ATPA)~1AT
Kovariaciona matrica reziduala:
K, =s5Q, — stA(ATPA)~1AT
gde je:

a posteriori faktor varijanse jedinicne tezine.
gde je:

n — u - redundantnost sistema

n - broj parametarskih jednacina

u - broj nezavisnih parametara

P - matrica tezZina
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Globalni test adekvatnosti modela

Globalni test je statisticki test kojim se proverava statisticka adekvatnost funkcionalnog i
stohastickog modela.

H,:M (62) =07

~2
O

my 7-—"2~F, (f»)

Ha:M(&g);mg o ”

Razloge ne prolazenja testa adekvatnosti modela treba traziti u:

* Postojanje nemodelovanih sistematskih uticaja (neadekvatnost funkcionalnog modela)
* Postojanje grubih gresaka u merenju

* Neadekvatne pretpostavke o preciznosti merenja (neadekvatnost stohastickog modela)
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Lokalni test na grube greske - data-snooping test

* Lokalna test statistika za grube greske merenih veli¢ina (data-snooping test):

— kada nije prihvac¢ena nulta hipoteza, neophodno je ispitati razloge njenog neprihvatanja odnosno,
proveriti da li postoje grube greske, da li je uzeta odgovarajuca tacnost opazanja i odgovarajuci
funkcionalni model opazanja

— najpre se identifikuju eventualne grube greske u pojedinim merenim veli¢inama
Hy,: V, =0 -nulta hipoteza
H : V.0 -alternativna hipoteza

Nl

— = ~ N(0,1) - test statistika
Oy, O, Qvivi Oy, T

o Test odluka:
|a)i | =t_ oy —— Prihvata se nulta hipoteza sa verovatnocom 1— «

21
|C‘)i | >t —» Prihvata se alternativna hipoteza (merena veli€ina je
- _a r 4
1-%5. opterecena grubom greskom)
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Mere kvaliteta geodetske mreze

Geodetske mreZe su vazne za realizaciju svih geodetskih zadataka u inZzenjerstvu. One se projektuju, tako da
ispunjavaju odredene mere kvaliteta. Na osnovu definisanih zahteva konacnih geodetskih radova, mogu se
proracunati vrednosti maksimalnih dozvoljenih gresaka geodetske mreze.

Na primer, zahtev se moze odnositi na pozicioniranje tacke u koordinatnom sistemu sa preciznoscu od o, =+5mm

Na preciznost obelezavanja uticu:

1. Preciznost geodetske mreze — nesigurnost polozaja geodetske mreze direktno se odrazava na nesigurnost
obelezene tacke.

2. Postupak obelezavanja - preciznost odmeranja u odnosu na tacke geodetske mreze.

3. Preciznost markiranja tacke na terenu.

Zahtev se moze odnositi na relativni odnos izmedu dve obelezene tacke, koje se obelezavaju sa razliCitih delova
mreze, mora biti odreden sa odredenom preciznos¢u. U tom smislu postavlja se pitanje kako se ralativni odnos
izmedu tacaka geodetske mreze odrazava na relativni odnos obelezenih tacaka. Tacnije, relativni odnos izmedu
taCaka geodetske mreze mora biti odreden sa odredenim kvalitetom. Takav primer je karakteristican za linijske

objekte.
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Mere kvaliteta geodetske mreze

Mere kvaliteta geodetske mreze mogu se podeliti na:
1. Mere preciznosti

2. Mere pouzdanosi

Mere preciznosti geodetskih mreza predstavljaju kvantitativne pokazatalje statistickog kvaliteta ocena
nepoznatih parametara, merenih veliCina i ocenljivih funkcija nepoznatih parametara. Mere preciznosti
nam pruzaju informaciju o nesigurnosti nasih ocena izazvanih neizbeznim prisustvom slucajnih gresaka.

Mere pouzdanosti geodetskih mreza predstavljaju kvantitavne pokazatelje kvaliteta geodetske mreze
sobzirom na mogucnost otkrivanja grubih gresaka u merenjima (unutrasnja pouzdanost) i s obzirom na
uticaj neotkrivenih grubih gresaka na ocene trazenih veli¢ina (spoljasnja pouzdanost)
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Mere kvaliteta geodetske mreze

Apsolutne mere preciznosti:

* Standardne greske polozaja tacaka mreze

* Apsolutne elipse greSaka tacaka mreze (I1zotropnost i homogenost mreze)
Relativhe mere preciznosti:

* Relativne elipse gresaka

 Greske funkcija (duzine ili visinske razlike)
Specificne mere:

* Osetljivost geodetske mreze
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Mere preciznosti geodetskih mreza

Mere preciznosti geodetskih mreza predstavljaju kvantitativne pokazatalje statistickog kvaliteta ocena nepoznatih
parametara, merenih veli¢ina i ocenljivih funkcija nepoznatih parametara. Mere preciznosti nam pruzaju informaciju

o nesigurnosti nasih ocena izazvanih neizbeznim prisustvom slucajnih gresaka.

Osnovni izvor informacija o preciznosti geodetske mreze direktno proizilaze iz ocena stohastickih osobina nepoznatih

parametara i merenih velicina, tacnije iz:

2 2 -1
Kovariaciona matrica nepoznatih parametara: Ki;=00Q; =00 (AT PA)
2 2 -1
Kovariaciona matrica izravnatih merenja: K = csoA(AT PA) AT = csoA(AT PA) AT

. : : 2 I
Kovariaciona matrica reziduala: K, =c00Q, —coA(A PA) A

v' Pv

. . v . . . Ve 2
gde je s(z, ocena srednje kvadratne greske jedinice tezine: Go =
n—-u
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Mere preciznosti geodetskih mreza

Osnovne mere preciznosti geodetskih mreza su standardne greske polozaja tacaka, koje se obi¢no prikazuju kao
standardne greske koordinatnih osa.
Ox. T%o Q)A(i)A(i » Oy. = %0 Qyiyi » 0. 7%0 Qiiii

Standardna greska polozaja:

2 2 2 [2
Gp, —\/ x, TOy t03 —\/Go(Qﬁiﬁi +Qyy, ¥Qz2,)

Kriterijumi kvaliteta koje geodetska mreza treba da ispuni Cesto se daju vezano za odredeni stepen verovatnoce.
Ocene standardnih greSaka ocenjenih koordinata, uz ocene koordinata mogu da formiraju interval poverenja za
usvojeni nivo verovatnoce. Imajuci u vidu pretpostavku o standardnoj normalnoj raspodeli ocene nepoznatih, i
standardizovane intervale 1o (68%), 20 (95%) i 306(99.8%), mogu se formirati karakteristi¢ni intervali
nesigurnosti: A A
X—o, -1 <X<X+0,-t
X 1_% X 1_%

gde tl—“/z predstavlja kvantil normalne (ili studentove) raspodele za usvojeni stepep verovatnoce.
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Mere preciznosti geodetskih mreza

Druga strandardna mera preciznosti geodetskih mreza su Apsolutne elipse greSaka.

Sobzirom da se polozZaj neke tacke u 2D koordinatnom sistemu odreden sa ocenom dve koordinate (x,y).
Stepen nesigurnosti ocene polozaja u pravcu koordinatnih osa dat je standardnim greSkama koordinata.
Medutim, stepen korelisanosti ocena koordinata, daje nam informaciju nesigurnosti ocene polozaja i u drugim
pravcima (razli¢itim od koordinatnih osa). Tako na primer, moguce je dobiti veéi stepen nesigurnosti ocene

polozaja tacke u pravcu koji se ne poklapa sa koordinatnim osama.
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Mere preciznosti geodetskih mreza

Funkcija gustine raspodele za n-dimenzionalnu promenljivu moze se napisati kao:

—(X=) K (X )

f(x)= - L e
(2)2 Jdet(K)

gde je X vektor izmerenih vrednosti posmatranih veliCina, K je n X n kovarijaciona matrica vektora
posmatranih veliCina, u je vektor stvarnih vrednosti posmatranih veliina, n je broj posmatranih
veli¢ina koji se razmatra, (2m)™/?,/det(Z) je normalizaciona konstanta koja obezbeduje da
zapremina ispod funkcije gustine verovatnoc¢e multivarijantne normalne raspodele bude jednaka
jedinici, a det(K) je determinanta kovarijacione matrice K.

Intersecting ellipse

Probability density (height)

Kada ravan paralelna x, y koordinatnoj ravni presece povrs gustine na odredenoj visini, formira se elipsa preseka.

Formirana elipsa predstavlja izoliniju (konturu) konstantne gustine verovatnodée; niz elipsi (ili kontura) odgovara razli¢itim visinama funkcije
gustine verovatnoce. Tako dobijene konture predstavljaju linije iste ,visine” (iste verovatnoée) analogno izohipsama na topografskoj karti.
Jednacina elipse preseka u dvodimenzionalnom (bivarijantnom) slu¢aju dobija se postavljanjem uslova da eksponent u funkciji gustine iz
jednacine bude konstanta ( k? ). Ovaj eksponent, koji predstavlja familiju elipsi gre$ke centriranih u srednjim vrednostima promenljivih:

k?=(X-p)" KX -p)
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Mere preciznosti geodetskih mreza

Verovatnoéa 1 — o da vrednosti vektora X upadnu u odredeni prostorni interval elipse moze se

prikazati kao: P{(X —M)T K_l(X —H) 3 X§f=n,1—a} g

gde je a nivo znacajnosti (koji predstavlja povrSinu donjeg repa hi-kvadrat raspodele), df je broj stepeni slobode,
n je broj promenljivih, a Xczlf:n,l—a je vrednost hi-kvadrat raspodele za dati nivo znacajnosti a.

Uzimajuci u obzir Cinjenicu da varijanse n promenljivih mogu biti razlicite i da mogu biti medusobno korelisane.
Vrednosti vektora X koje daju konstantnu vrednost gustine verovatnoce formiraju elipsoide sa centrom u u. Za

dvodimenzionalni slucaj, jednacina daje elipsu koja je centrirana u tacki koja odgovara srednjim vrednostima
(,ux,uy) posmatranih veli¢ina X. Za dvodimenzionalnu raspodelu, na primer, funkcija f (X) predstavlja povrs

gustine verovatnoce Ciji je ukupni zapreminski integral ograni¢en povrsinom i x — y ravni jednak jedinici.
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Mere preciznosti geodetskih mreza

Jedna elipsa greSaka se moze predstaviti kao:
_ _ 2
VA NEE

gde su A,iA, sopstvene vrednosti kovariacione matrice.

Sto se mozZe dovesti u vezu sa standardnom jednacinom elipse sa centrom u koordinatnom pocetku (v = 0,v =0 ):
u? v
? + ﬁ =1
gde u i v predstavljaju pravce sopstvenih vektora, a poluvelika osa a i polumala osa b elipse su:
a=kJi,b =k,
gde je k faktor razmere elipse koji odgovara izabranom nivou poverenja. Iz jednacine (7.40), grani¢na vrednost za k
moze se dobiti kao:

k = \/de=n,1—a
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Mere preciznosti geodetskih mreza

U slucaju kada vektor stvarnih vrednosti u i odgovarajuéa matrica kovarijanse K nisu poznati, mogu se koristiti
ocenjene vrednosti X i ocenjena kovarijaciona matrica Kx :

k2=X-X)TKx (X - X)
Sve vrednosti vektora X koje zadovoljavaju ovu jednacinu definiSu elipsu Cije su ose u pravcima sopstvenih vektora
matrice K, dok su duZine osa odredene kvadratnim korenima odgovarajucih sopstvenih vrednosti. Ako su veliine u

ovoj jednacini:
X1 - [x A
x=[l ==l
tada su A4id, sopstvene vrednosti matrice kovarijanse K (nakon dijagonalizacije), pa se jednacdina mozZe zapisati kao:
(x — x)* N vy — 9)°
2 2
W) ()
Sto predstavlja jednacinu dvodimenzionalne elipse sa centrom u tacki (X, y), gde su poluvelika i polumala osa
definisane jednacinama. Ovde je a nivo znacdajnosti, a df = 2 broj stepeni slobode za dvodimenzionalni slucaj.

— k2
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Mere preciznosti geodetskih mreza

Slika predstavlja liniju nivoa (izoliniju gustine) koja oznacCava skup tacaka za koje vrednosti x i y daju istu vrednost funkcije gustine
f(X), definisanu konstantom k. Ova linija je data za fiksnu vrednost k, Sto znaci konstantnu verovatnodu, i centrirana je u (X, y).
Razli¢ite vrednosti k2 daju familiju koncentriénih elipsi.

(A 1)i — Ky,

>
I

i \/(xl)i Fig2r5 Bi =\/(7v2)i “F1g;2; 5 07 = arctg

det(K;, —AE,)=0
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Mere preciznosti geodetskih mreza

Racunanje elemenata elipse gresaka: 1) Velika poluosa; 2) Mala poluosa; i 3) Orijentacija elipse.

Q, = {Q” QW} - submatrica kofaktorske matrice ocenjenih vrednosti nepoznatih parametara koja se odnosi na jednu

Qi Qy | tacku .
(Q)?x_;{) Qﬁy W\
d —A- D)= -0 ¢
M2 D=g,  (, —A)‘
B Be .
2 —(Qg +Qyy) A +QuQyy —Q% =0 \\' T
o°

%=%(QW+QW+k) AZ=%(QW+QW—|<) k=/(Qu-Q, F +4Q} S /,, _y

A= SO\/Z = So\/;TA =S, \/% (QW +Qy + k) - duzina velike poluose standardne elipse greSaka posmatrane tacke

B= So\/ﬂ: = so\/z = SO\/% (Qm +Qy — k) - duzina male poluose standardne elipse greSaka posmatrane tacke

1 2Qy

0== arCth - ugao koji gradi velika poluosa standardne elipse greSaka sa X-osom koordinatnog sistema

2
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Apsolutne elipse gresaka

Elipse gresaka se obi¢no vezuju za usvojeni nivo verovatnoce. Prema tome, elementi elipse gresaka za
usvojeni nivo verovatnoce, racunaju se kao:

A = SO\/Z/IA ‘F,., =Ay2F_,,, -duzina velike poluose elipse poverenja posmatrane tacke za verovatnoéu 1—«

Br =S5+/245 - FL,», =By2F_

- duzina male poluose elipse poverenja posmatrane tacke za verovatno¢u 1—«

—-a,2,r a,2,r

- ugao koji gradi velika poluosa elipse poverenja za verovatnoéu 1— sa X-osom
Q,, —Q,, koordinatnog sistema
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Apsolutne elipse gresaka

Apsolutne elipse greSaka nam daju vizuelni uvid prostornu nesigurnost ocene polozaja taCaka mreze, a pored

toga prikaz geodetske mreze sa elipsama gresaka moze nam dati uvid u zone mreze gde je veca ili manja
nesigurnost.

Na mere apsolutne preciznosti geodetskih mreza uti¢u nam:
1. Geometrija mreze

2. Preciznost merenja
3. Datum geodetske mreze
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Relativne elipse gresaka

Relativne elipse greSaka je mera preciznosti geodetskih mreza koja ilustruje odnos dve tacke u
pogledu preciznosti

Razlike koordinata tacaka dobijenih iz izravnanja mogu se izraziti kao:

A (R -% A o 5
Axij = XJ —Xi = = . . = GIJ - X QXiXi Qxiyi QXin Qxiyj

AY; Yi—Yi
J J QYiXi Qini Qinj Qyi)’j
- | Q= |
Sa kovariacionom matricom: Q. Quy Q. Q.
K =Gy - Ky GI - Sf -Gy - Qy GI - Sf ‘Qax Qy."xi Qi Qi Qy."y"
Q, =G, -Q,-GI e Queay G,=(0 0 -« =1 -~ 1 - 0 0)
QAyAx QAyAy 1 i J u
Q _ Qxixi +ijx- o ijxI xyI + XjYj _Qxiyj _ijyi | :(1 0} 0:[0 O]
" Qyixi +Qy,~ X; Qx iV QX,y. QYiYi +Qy,-y,- _Qyiy,- _Qyjyi 01 00
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Relativne elipse greSaka

Racunanje elemenata relativnih elipsi gresaka elipse gresaka: 1) Velika poluosa; 2) Mala poluosa; i 3) Orijentacija elipse.

AR — 9% .\/%(QAXAX +QAyAy + kR)

1
BR — % \/E(QAXAX + QAyAy o kR)
2
0, = 1 arctg Quay
2 AXAX QAyAy

kR = \/(QAXAX — QAyAy)2 + 4Q§xAy
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Pokazatelji osetljivosti geodetskih mreza za osmatranje

Pokazatelji osetljivosti geodetskih mreza su karakteristicna mera preciznosti kontrolnih mreza i
odnose se na intenzitet najmanjeg vektora pomeranja koji se primenom testova podudarnosti
mrezZa moze otkriti za odredeni nivo znacajnosti a i moc¢ testa 1-B (eHr. minimal detectable
deformation).

Ako razliku koordinata i odgovarajucu kofaktorsku matricu razlika predstavimo sa:

Hy: M()=0 mporme H,: M(d)=0

d,\:),(\z—;(\l Qd:Qil—'_Q)Zz

P

T |4 S L QOAId/h|H ~Fnta f=ti+f,  Rreny)
. T A
TA+

d'Qjd/h l:ded 2o =T (h fa05)
Tlh,=—— i, ~ Fi .2 o

oyl f 0
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Pokazatelji osetljivosti geodetskih mreza za osmatranje

Vektor pomeranja d moze se izraziti kao:
d=a-g

gde a predstavlja intenzitet, a g jedinicni vektor.

2-1 20 .- 1 S|n9
10 - dszd 21;: N d>[sin@ cosd]Q; Lose}
o, B o!

Ako Zelimo da izracunamo minimalnu vrednost vektora izteziteta koristicemo teorijsku vrednost
parametra necentralnosti:
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Pokazatelji osetljivosti geodetskih mreza za osmatranje

MpaHW4YHe BpeAHOCTH NapamMeTpa HELL,eHTPa/NHOCTU A, 3a YCBOjeHU HUBO
3HAYajHOCTU «, = 0.05, MOh TecTa 1- 5, =080 U 1<h<30, 2< f <o npUKa3aHe

cy y Tabenu:
f h=1 h=2 h= h=5 h =10 h =20 h =30
2 32.0 62.3 92.7 153.4 305.3 608.9 912.4
5 12.4 18.7 24.5 35.7 62.9 116.8 170.5
10 9.7 13.2 16.2 21.7 34.5 59.1 83.4
20 8.7 11.2 133 16.8 24.4 38.4 51.9
30 8.4 10.7 12.4 15.4 215 323 42.5
50 8.2 10.2 11.8 14.3 19.3 27.7 35.2
100 8.0 9.9 113 13.6 17.8 243 29.9
00 7.9 9.6 10.9 12.8 16.2 21.0 24.6
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Mere pouzdanosti geodetske mreze

* Pouzdanost geodetske mrezZe predstavlja kvalitet predloZzenog reSenja (geometrije mreze i merenja u
mrezi) s obzirom na moguénost otkrivanja grubih gresaka u merenjima (unutrasnja pouzdanost) i s
obzirom na uticaj neotkrivenih grubih gresaka na ocene trazenih veli¢ina (spoljasnja pouzdanost)

* Postoje globalne i lokalne mere pouzdanosti - globalne se odnose na mogucénost utvrdivanja postojanja
grubih greSaka bez mogucnosti njihovog lociranja, dok se lokalne odnose na verovatnodu otkrivanja

rezultata koji sadrze grube greske v . .
* mera lokalne unutrasnje pouzdanosti,

tzv. lokalni broj stepeni slobode

h, h, - n
l, F, = T
1 21 122 2n -1
R=0Q,Q = : _— : = I, = QViVi Q = Qvivi ¥
e T 0 T

* Faktor r; predstavlja uticaj grube greske i-tog opazanja na i-tu popravku, stoga je verovatnoca otkrivanja

grube greske u i-tom opazanju veca ukoliko je pomenuti faktor veéi; merenja ¢iji je Tii faktor manji od 0.3
smatraju se nepouzdanim (faktor lii uzima vrednosti izmedu 0i 1).
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Datum geodetskih mreza

* Datum geodetske mreze odreduje polozaj (oblik i veli¢inu) geodetske mreze u referentnom
koordinatnom sistemu.

* Datum geodetske mreze definise se datumskim parametrima (sedam parametara za 3D
geodetsku mrezu: tx, ty, tz, rx, ry, rzis)

* Neki od parametara mogu se odrediti iz odredenog tipa merenja (npr. mereni azimut definiSe
rotaciju rz, dok merenja duzina definiSe razmeru)

* U sludaju 1D kontrolne mreze, gde su merene visinske razlike, parametar translacije ostaje
neodreden.
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Datum geodetskih mreza

Bpcte onakarba TpaHcnaumje Porauuje Pasmepa
ty ty t, Ty Ty Ty s
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Datum geodetskih mreza

Problem datuma geodetske mreze prouzrokovan je pojavom linearno zavisnih kolona u matrici dizajna
funkcionalnog modela ,,A”

Tada je r(A) =T <u

gde velicina r(A) predstavlja rand funcionalnog modela, odnosno rang matrica A.

veliCina d=u-r predstavlja defeket funkcionalnog modela.

Kada je d>0 postoji problem datuma geodetske mreze, odnosno ne postoji jedinstvena matrica N
(regularna inverzija) koja daje jedinstveno resenje normalnih jednacina po metodi najmanjih kvadrata
x=Nlxn
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Datum geodetskih mreza

Kod slobodnih geodetskih mreza matrica N je singularna (ne moze se sprovesti regularna inverzija).

U tom slucaju govorimo o postupku pseudoinverzije pri iznalazenju reSenja singulariteta matrice N

Za matricu N postoji jedinstvena matrica N* za koju vazi:

AAT A=A
ATAAT = AT
(A+A)T — AA
(an) = x0

pri éemu je F(A+)= r(A),
koja se naziva pseudoinverzijom matrice N
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Datum geodetskih mreza

Najcesc¢i metod reSavanja problema pseudoinverzije je metod ortogonalnog oivicenja:

N =(N+RR")IN(N +RR")?! =0y

(R)" = (N +RR") IR

Koja se sprovodi prosirenjem matrice N matricom datumskih uslova R:

N RV N~ R’

R" 0 RO 0

gde se matrica datumskih uslova moze definisati na dva nacina: klasicno i minimalnim tragom matrice Qx
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Datum geodetskih mreza

Definisanje datuma geodetske

mreze
Minimalni trag Klasicno
(free — Inner-constraint) (Constraint)
Minimalni trag Minimalni trag Sa minimalnim Sa vice
na svim tackama na delu tacaka brojem rametars
(total inner- (partial inner- parametara P .
. . (over-constraint)
constraint) constraint) (weak datum)

Izravnanja geodetskih mreza kod kojih datum nije definisan i pri kojima se problem datuma minimalnim tragom (na delu ili na svim
tackama) nazivaju se slobodna izravnanja mreze (free net adjustments), dok se izravnanja kod kojih se primenjuju minimalna
ogranicenja nazivaju minimalno ogranicena izravnanja (minimally constrained adjustments).
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Datum geodetskih mreza

* Nedostatak definicije datuma geodetskih mreza prouzrokuje defekt funkcionalnog modela (nemogucénost
reSenja zbog singulariteta matrice normalnih jednacina)

* Defekt funkcionalnog modela odreduje minimalni broj datumskih parametara koje je potrebno definisati
(kod 1D geodetskih mreza je d=1)

e Klasicno (Constraint) definisanje datuma podrazumeva fiksiranje odredenih parametara - koordinata
(iskljucivanje iz funkcionalnog modela)

e Definisanje datuma minimalnim tragom podrazumeva uvodjenje matrice datumskih uslova, kojima se
definiSe minimalni broj datumskih uslova, koji za posledicu ima minimalnu normu vektora prirastaja,
odnosno minimalni trag matrice Qx (za tacke koje ucestvuju u definisanju datuma).
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Minimalni trag matrice Qx - Ogranicenje razmere

Kod slobodnog izravnanja visinske mreze (1D sistem) postoji jedan datumski defekt, pa je zbog toga potrebno
jedno poziciono ogranicenje, koje se izvodi iz uslova da centroid ostane nepromenjen.

Kod slobodnog izravnanja 2D mreze (mereni pravci i duzine) postoje tri datumska defekta, pa su potrebna
dva poziciona ogranicenja i jedno rotaciono ogranicenje. Ona se izvode iz uslova da centroid ostane
nepromenjen i da srednji pravac od centroida ka svim tackama ostane nepromenjen.

Za 3D mreze (mereni horizontalni pravci, zenitni uglovi i duzine) postoji Sest datumskih defekata, Sto zahteva
tri poziciona i tri rotaciona ogranicenja. Ponovo, ova ogranicenja se izvode iz uslova da centroid ostane
nepromenjen i da srednji pravac (u prostoru) od centroida ka svim tackama ostane nepromenjen.

Kod 2D i 3D mreza bez merenih duzina potrebno je dodatno ogranicenje razmere, koje se moze izvesti iz
uslova da srednje rastojanje od centroida do svih tacaka ostane nepromenjeno.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ. o | Srkalseodes ap

Predavanje

Geodetske mreZe u InZenjerskoj geodeziji



mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

Datum geodetskih mreza - veli¢ine koje (ne) zavise od datuma

* Ocenanepoznatih parametara i pripadajuce kovariacione matrice je zavisan od datuma.
* Kod datuma definisanog minimalnim tragom, geometrija mreze ostaje nepromenjena

+ Klasi¢no definisan datum (u over-constraint slucaju) uti¢e na izmenu geometrije mreze, u
zavisnosti od kvaliteta medusobnih odnosa tacaka.

* Ocene deformacija su izrazito zavisne od izbora datuma!
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Datum geodetskih mreza - Klasi¢no definisan datum

Na primeru trodimezionalne mreze u kojoj su mereni horizontalni pravci, zenitna odstojanja i kose duzine,
ostaje 4 nedefinisana datumska parametra:
translacije duz koordinatnih osa i rotacija oko Z ose.

Translacija se definise fiksiranjem koordinata jedne tacke (tacke 1), dok se rotacija oko Z ose definise
fiksiranjem x koordinate druge tacke (tacke 2):

Ax; =0, Ay, =0, Az =0, Ax,=0,

Matricno napisano, datumski uslovi se mogu napisati na sledeci nacin:
X, Yy 2y Xo Yy 2y X Yoo Zon 2y o 2

| ©

1 00 00O 0 000 .. 0
010000 0O 00O ..0
T T
= B' =
B x=0 0 01 0O0O 0 000 .. 0
000100 0000 .. 0
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Datum geodetskih mreza - Klasi¢no definisan datum

Kada se datumska ogranicenje uvedu u funkcionalni model, dobija se:

V = Ax+ f
B'x=0

Sto se moze predstaviti u matricnom obliku kao:

& ola)

Iz proSirene matrice normalnih jednacina, primenom regularne inverzije dobija se:
~ 13-l 1y-1
N"=0Q, :(N+BB ) N(N+BB )
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Datum geodetskih mreza - minimalni trag matrice Qx

Trag matrice Qx predstavlja sumu elemenata na dijagonali koji predstavljaju skalirane vrednosti varijansi
nepoznatih parametara.

U formi reSenja ortogonalnim oivicenjem uslov minimizacije traga matrice Qx moze se napisati kao:

trQ; =tr (N +RR )_l N(N +RR )_1 = min
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Datum geodetskih mreza - minimalni trag matrice Qx

U slucaju razmatranja 3D mreza, sedam parametara je potrebno odrediti da bi se definisao datum, a
karakteristike datumskog reSenja minimalnim tragom kovarijacione matrice na sve tacke mreze,
zasnivaju se na slede¢em:

V4
* teZiSte ostaje nepromenjeno (definisanje translacija po sve tri ose -
poziciona ogranicenja);
4 (] o0 Ll o L] A D4 L] 4 L] P'” P .‘ V L
 prosecna orijentacija (direkcioni ugao) od tezista do svih tacaka ostaje L . . o R
nepromenjena (definisanje rotacija po sve tri ose); R
o RGN

* prosecno rastojanje od tezista do svih ta¢aka ostaje nepromenjeno

(jedan faktor razmere). xS . |
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Minimalni trag matrice Qx - Ogranicenja nepomerenosti tezista

Ako teziSte mreze mozemo zapisati kao: 1z,
X Y, Z.
Xe =D | = Ye=D |+|[Zs=D | —
Sl he-ZE)=-2(F)

moo-

Uslov nepomerenosti teziSta nam daje:

*
rd
S
’, J
N L
\ ’

dXg =dYg =dZg =0 th;,. - |
‘ ”:6 “\ 4
D dX; =0; > dY, =0; » dz; =0. e -
i i i fi
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Minimalni trag matrice Qx - Ograni¢enja nepromenjenosti orijentacije

Datumska ogranicenja rotacije po sve tri ose uvode se sa uslovom da je prosecna orijentacija (direkcioni

ugao) od tezista do svih tacaka nepromenjen.

Ako orijentaciju od tezista G do proizvoljne tacke P projektuje na ravan XY u cilju definisanja rotacije

oko Z ose, dobija se:
Xi = Xg

i YG
Uz uslov da je Zderi:o dobijase[ Z(Yidxi—xiin)zo]

tg@: = f(Xi,Yi,XG,YG)

Na isti nacin dolazi se do datumskih ogranicenja u pogledu rotacije
okoosaXiY:

/< )
i
\d J

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Geodetske mreZe u InZenjerskoj geodeziji

=Y

X »

o"
R
-

(V4

N

..Q‘

r
1‘}1

InZenjerska geodezija 2
Predavanje


mailto:mpejovic@grf.bg.ac.rs

Minimalni trag matrice Qx - Ograni¢enja nepromenjenosti orijentacije

Rastojanje od tezista G do bilo koje tacke mreze P, moze se napisati kao:

rzz(xi_xG)2+(Yi _YG)2+(Zi_ZG)2 Iz

Iz Cega diferenciranjem sledi:

dr Z%[(Xi o XG)dxi +(Yi _YG)in +(Zi _ZG)dZi:I

v
: : N4
Ako uvedemo uslov nepromenjenosti razmere: Z dr, =0
i G
v . . v . 't/e : |
Moze se izvesti datumsko ogranicenje: N Iy
i pr
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Minimalni trag matrice Qx - Ogranicenje razmere

Rastojanje od tezista G do bilo koje tacke mreze P, moze se napisati kao:

rzz(xi_xG)2+(Yi _YG)2+(Zi_ZG)2 Iz

Iz Cega diferenciranjem sledi:

dr Z%[(Xi o XG)dxi +(Yi _YG)in +(Zi _ZG)dZi:I

v
: : N4
Ako uvedemo uslov nepromenjenosti razmere: Z dr, =0
i G
v . . v . 't/e : |
Moze se izvesti datumsko ogranicenje: N Iy
i pr
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Minimalni trag matrice Qx - Ogranicenje razmere

dX, 1z
_ _| dy,
1 0 0 1 0 0 1 0 0
dz,
o 1 0 0 1 0 0o 1 0
dX, R i
o 0o 1 0 0 1 0 0 1 o
dy, v
Z, 0 -X, Z, 0 =X, Z, 0 =X, 2 o
Y, =X, 0 Y, =X, 0 Y, -X, O
de S e
X0 L X Yo Zp e X Yoo Zn ) ) e oy
Yo Ix » s
e R

fo¥
NU_ .

V = Ax+f

aTe = BT E}M{S}O = N+=Q;(=(N+GGT)_1N(N+GGT)_1
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Realizacija geodetske mreze

Realizacija geodetske mreze je proces koji ima svoj pocetak i kraj, i sadrzi sledece aktivnosti:

1. Projektovanje geodetske mreze na osnvou projektnog zadatka u kojem je navedena svrha mreze, kao i drugi zahtevi i ograni¢enja koja se
moraju uzeti u obzir kada se mreza projektuje. Cilj izrade projekta geodetske mreze jeste da se razvije metodologija koja ¢e biti primenjena za
potrebe razvijanja geodetske mreze.

Stabilizacija geodetskih tacaka (prema projektu);

Realizacija geodetskih merenja (prema projektu);

Obrada i analiza geodetskih merenja;

2.
3.
4.
5.

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Sastavljanje elaborata (izvestaja) o realizaciji geodetske mreze.
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Sastavljanje elaborata (izvestaja) o realizaciji geodetske mreze.
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Realizacija geodetske mreze

Elaborat o realizaciji geodetske mreze je dokument koji se izraduje na kraju realizacije geodetske mreze i kojim se

dokumentuje nacin realizacije geodetske mreze. On treba da sadrzi sve podatke kojima se dokazuje da je geodetska

mreza uradena u skladu sa projektom.

Elaborat o realizaciji geoedtskih radova u inzenjerstvu u tehnickom smislu treba da sadrzi:

1.

o> v & W N

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.InzZ.

Opis radova (predmet, osnov za realizaciju itd.);

Opis polozaja tacaka sa opisom stabilizacije;

Opis merne kampanje (koris¢ena oprema, sertifikati opreme, rezultati merenja itd.);

Analiza i obrada rezultata merenja (opis analize podataka, preliminarna analiza, izravnanje itd.) ;
Rezultati obrade podataka i prezentacija;

Zakljucak (sumarni pregled podataka).
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Realizacija geodetske mreze

Elaborat o realizaciji geoedtskih radova u inZenjerstvu u formaln nom smislu treba da sadrzi:
1. Opstu dokumentaciju (administrativni dokumenti, licence firme i izvodaca)

2.  Tekstualni deo (Tehnicki izvestaj)

* Opis radova (predmet, osnov za realizaciju itd.)

* Realizacija merenja (opis merne kampanje)

* Analiza i obrada rezultata merenja (opis analize podataka, preliminarna analiza, izravnanje itd.)
* Rezultati obrade podataka i prezentacija.

e Zaklju¢ak (sumarni pregled rezultata)

3.  Prilozi (Graficki i numericki)
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Hvala na pazniji!

dr. Milutin Pejovic, dipl. geod.Inz. InZenjerska komora Srbije

PROJEKTOVANJE GEODETSKIH MREZA U INZENJERSTVU Struéno predavanje
22.12.2023.
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